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I) Auto-test : Continuité

1. Donner la définition d’une fonction continue en a € R, avec une version quantifiée. Illustrer par 2
dessins (continue/discontinue). Donner des exemples de fonctions discontinues.

~— Définition N

Soit f: I —-Retael
On dit que f est continue en a lorsque f admet une limite finie en a. Cette limite est alors forcément
f(a).
Ainsi f est continue en a ssi f(x) — f(a)
r—ra
Ve>0,30 >0,Vz e l,(|lx —a| <0)= (|f(z) — fla)] < e)

2. Fonctions lipschitzienne : définition, 2 exemples et un contre-exemple continu.
SAVOIR REFAIRE : Montrer que toute fonction lipschitzienne est continue.

Définition

Soit f : I — R. On dit que f est lipschitzienne sur I lorsqu’il existe un certain A > 0 tq

V(z,y)? € I?,|f(x) — f(y)] < Az —y|

Preuve :

On suppose que f est A—lipschitzienne sur I ot A > 0
Soit a € I. Montrons que f est continue en a

Soit € > 0, on pose § = £

Soit zx €T tq |z —a|] <6

Alors |f(z) — f(a)| < Mz —a| < Ao =¢

i.e. f est continue en a.

Exemples :
1.Les fonctions affines f: R — R sont lipschitziennes sur R
T—=axr+b
En effet si (z,y) € R?, alors
|f(@) = f)| = laz+b— (ay +b)

= lallz -yl

Donc f est |a|—lipschitzienne sur R (Donc continue sur R)

2. Les valeurs absolues f: R — R sont lipschitziennes sur R

En effet si (z,y) € R? alors |f(z) — f(y)| = ||z] = |y|| < |z — 9
Donc f est 1—lipschitzienne sur R (Donc continue sur R)

3.f: R—R est continue sur R mais non lipschitzienne sur R

T x?
e f est continue (cf théorémes opératoires)
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e f n’est pas lipschitzienne sur R

: V(z,y) € R?,
En effet par ’absurde, soit A > 0 tq
V(z,y) € R?,
CP:y=0,VreR, |z|? <\
Siz >0, |z| < Afaux avec x = A+ 1
Contradiction.

[f(2) = fly)l <

|22 —y?| <

A

Az -yl
Alz =yl

3. Donner la caractérisation séquentielle de la continuité. A quoi cela peut-il servir ?

Théoréme

Soient f: I — R, a € I alors

f est continue en a < pour toute suite (x,) de I qui converge vers a, f((x,)) converge vers f(a)

4. Donner un exemple de fonction prolongeable par continuité et un contre-exemple

— Définition

Soit f: I\{a} = Rouacl
On suppose que f est continue sur I'\{a}

On suppose que f admet un prolongement

continu

par continuité

Ce prolongement continue est alors unique et obtenu en posant f(a) = ¢

en a lorsque f(z) — ¢ € R
r—a

5. SAVOIR REFAIRE : soit f: R — R additive et continue. Montrer que f est une homothétie

1.a. Soient x et y dans R

flx+y)— fly) = flx +y —y) car f est additive
Le. fz —y)+ fy) = f(2)

Donc f(z —y) = f(z) — f(y)

1.b. Par récurrence sur n € N, on fixe z € R
Initialisation : n =0

z =1y =0 donne f(0+0) = f(0)+ f(0) ie. f(0)=0
Donc f(0 x z) = f(0) =0=0x f(x)

Héreédité :
Soit n € N tq f(nz) =nf(x)
fn+1)) = flnz+a)
= [flnx)+ f(z)
= n(f(2) + f(z)
= (n+1Df(x)

Ce qui achéve la récurrence.

l.c. Soit n € Z.
Sin >0, OK (cf 1.b.)

car f est additive

par hypothése de récurrence
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Sin <0, alors on pose p=—n €N

f(nz) = f(—px) = f(0 - pa)

D’aprés le l.a., f(nz) = f(0) — f(px) = —pf(z) = nf(x)

1.d. Soit r € Q.
Dou (p,q) € Zx N* tqr = g
Soit z € R
Mgq f (rz) =rf(z)
p

Maq f (Zx) - 24a)

Or ¢f (296) = f(pz) = pf(x)

Ainsi f (Zx) = gf(x)

Remarque : avec x = 1 on obtient Vr € Q, f(r) = rf(1), donc si on pose A = f(z), Vr € Q, f(r) = Ar ie. f

est linéaire sur Q

2. On suppose maintenant que f est continue sur R.

On pose toujours A = f(1)
Soit z € R

Q est dense dans R, d’ou une suite (r,,) de rationnels r,, ——— x

SineN, f(ry) = Arp, quand n tend vers +oo f(z) = Az car f est continue en = (continuité séquentielle)

Conclusion : Vz € R, f(z) = Az

6. Citer le théoréme des valeurs intermédiaires.

,—[Théoréme (TVI version ensembliste)}

\

L’image d’un intervalle par une fonction continue est encore un intervalle

,—[Théoréme (TVI version pratique)}

Si f — R est continue sur 'intervalle I
Sia < bdans I

Alors toute valeur intermédiaire entre f(a) et f(b) est prise par f i.e. elle est dans l'image de f

7. SAVOIR REFAIRE : montrer que = — 22° — 723 4+ 222 — 1 s’annule sur R

P(x) -~ 225, donc P(z) —o
(o) Tr—r+00

D’ou un certain b > 0 tq P(b) > 0
P(z) —— —0

r—r—00

D’ott un certain a < 0 tq P(a) <0

D’ou ¢ € R tq P(c) = 0 d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires.

8. SAVOIR REFAIRE : ("Petit BROUWER") : Soit f : [a;b] — [a;b] continue. Montrer que f a un

point fixe.
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Preuve :

On envisage la fonction auxiliaire g : [a;b] — R

e f(z)—x
Il suffit de montrer que g s’annule
g(a) = f(a) —a>0car f(a) € Imf C [a;b] donc f(a) > a
g(b) = f(b) —b<0car f(b) € Imf C [a;b] donc f(b) <b

Or g est continue
Donc d’apres le TVI, g s’annule sur [a; b]
D’ou ¢ € [a;b] tq g(c) =0 1ie. f(c) =c

9. Que dire d’une fonction continue sur un segment ? Puis :

que signifie "elle atteint ses bornes" ?

— Théoréme

Soient | a < bdans R

f i [a;b] = R continue
Alors f est borné et sup(f)
[asb]
Jz1 € [a3b], f(x1) = [1an£](f) =m
ie. sgp(f) = max(f) et inf (f) = min(f)

[asb] [as0] [a;b] [asb]

Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

=M et Enlf](f) = m sont atteints i.e. 3z € [a;b], f(zo)

=sup(f) = M et
[a;b]

10. SAVOIR REFAIRE : soit f: Ry — R continue et telle que f +—> ¢ € R. Montrer que f est bornée.

Atteint-elle ses bornes ?

Preuve :
f +—> {eR

Donc Ve > 0,34 > 0,Vz e Ry, (x > A) = (|f(x) — ¢ <¢)
On choisit e =1, do0 A>0tqV <> A, |f(z) - ¢ <1
stz > A, |f(z)] = [f(x) =L+ < [f(x) — €]+ ||

Vi > A, |f(x)| <[]+ 1

Par ailleurs f est continue sur le segment [0; A]

Donc d’apres le cours, M7 > 0,Vz € [0; A], f(x) < M
On pose M = max(My,|l| + 1)

Ainsi Ve e Ry, f(x) > M

Donc f est bornée.

11. Que dire d’une fonction continue et injective sur un intervalle ?

Toute fonction continue et injective sur un intervalle est strictement monotone.

12. Enoncer le théoréme de la bijection continue.
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,—[Théoréme (bijection continue)}

Soit f : I — R une fonction strictement monotone et continue.
Alors  1.f(I) est un intervalle (noté J)

2.f réalise une bijection de I sur J

3. la bijection réciproque, notée f~! est automatiquement continue de J sur I

13. SAVOIR REFAIRE : soit g : J — R strictement monotone telle que g(J) soit un intervalle. Mon-

trer que g est continue sur J

— Lemme

Soit g : J — R (ou J est intervalle non trivial de R) tq g est strictement monotone et f(J) est un
intervalle.
Alors g est continue en J.

\

Preuve :
Soit a € J, montrons que g est continue en a.
(o)

Supposons que J (point intérieur)

D’aprés le TLM, g admet une limite a gauche et une limite a droite en a.
Supposons que g est strictement croissante.

D’aprés le TLM, g(a — 0) < g(a) < g(a +0)

g est continu en a ssi g(a — 0) = g(a) = g(a + 0) g est strictement croissante

donc  g(JN] = 003 al) C] — o005 g(a — 0)]

ie. Ve e Ji, (x <a) = (9(x) < gla—0))
9(Ia; +oo]) Clgla+ 0);+oo

ie. Vo e Jo, (x> 0) = (9(x) > gla+0))

OnalJ= J1|_|{a}|_|J2

Donc g(J) = g(J1) U {a} U g(J2) (par un intervalle si g(a — 0) < g(a) ou si g(a + 0) > g(a))
Donc g(a —0) = g(a) = g(a +0)

Sia ¢ J EXO

14. Donner la définition d’une fonction uniformément continue et quelques exemples

Définition

On dit qu'une fonction f: I — R est uniformément continue sur I lorsque :

Ve > 0,30 > 0,¥(z,y) € I, (Jo —y| < 0) = (|f(2) = fF(y)| < ¢)

15. Donner 3 exemples de fonction non uniformément continue, mais continues.

1. f: R} — R estcontinue mais pas uniformément continue sur R}

r - 1
xr
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Idée : f explose brutalement en 0

(0] ! t
N psoe T, = e =
b n Tl Yn
Ainsi (zy, —yp) —— 0
n—-+oo

Cependant |f(z,) — f(yn)| = |n +1 —n| =1 que ne tend pas vers 0
Donc f n’est pas uniformément continue sur R*

2.f: R — R est C° mais pas uniformément continue sur R

r = 22
Moralement elle tend trop vite vers +o00 et —oo

On pose z, = vVn+1et y, =+/n
1

|Tp —Yn| = Vn+1—/n= 0
1— n——+oo
vitloyn ot
Cependant |f(z,) — f(yn)| = (Vn+1)" = (v/n)" =n+1—n =1 que ne tend pas vers 0

Donc f n’est pas uniformément continue sur R

3. Vrai-Faux : " fC° est bornée = f uniformément continue"
Faux : Contre exemple : "Serpent frénétique"

f: )01 — R est bornée mais pas uniformément continue sur |0; 1]

T — sin (%)

- 1 1
On choisit Ty = % et Yn = %
(Tn —Yn) —— 0

n——+o0o

Cependant |f(z,) — f(yn)| = sin(27n) — sin (g + 27m) =1 qui ne tend pas vers 0

16. Donner les rapports entre fonction : continue/lipschitzienne/uniformément continue.

Théoréme (Comparaison de trois notions)}

Soit f: I — R alors
f lipschitzienne sur I= f est uniformément continue sur I = f est C° sur [
sans réciproque en général.

17. Enoncer le théoréme de Heine.

Théoréme

Toute fonction continue sur un segment est uniformément continue.
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