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I) Auto-test : Dérivabilité

1. Donner la définition d’une fonction dérivable en a € R, puis sur un intervalle. Donner une inter-
prétation géométrique en termes de pentes.

,—[Déﬁnition (Dérivabilité ponctuelle)} <

On dit que f est dérivable en @ lorsque 7, : I\{a} — R

x = To(z) = 7]’(92:5((1)
admet une limite finie quand = tend vers a(z # a).

Si c’est le cas, alors la limite en question est appelé nombre dérivée de f en a et noté f'(a)

\ J

,—[Déﬁnition (Fonction dérivée)} \

Soit f: 1T —- R
1. On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point de I i.e. f €N ARIa(L R)
ac

On note alors f € AY(I,R), on peut envisager la fonction
ffr I —- R

x +— f'(x) appelé fonction dérivée de f.

\. J

Interprétation géométrique :

f(z) = f(a)

est la pente de la corde qui relie les point A(a; f(a)) et B(b; (b)) (coefficient directeur)
a
Si f est dérivable en a, alors f'(a) est la “pente limite" de cette courbe quand = tend vers a.

2. Donner 3 exemples de fonctions continue non dérivable en zéro pour des raisons différentes.

3. Fonction valeurs absolue
f: R - R . .
est dérivable sur R* mais pas en zéro.
x = |z
En effet si a # 0, si a > 0 alors f : z — 2 dans un voisinage de a, donc dérivable en a et f'(a) =1 (cf 2.)
Sia <0, alors f:z+— —z dans un voisinage de a
Donc f est dérivable en a et f'(a) = —1
Sia=0,soit z#0

@)~ fla) _Ja| _ lsiz>0

Ta(x) = = =
r—a z —1lsiz <0
Donc 3fj(z) = 1 et 3f;(z) = —1
D’ott le point anguleux.
4.f: Ry — R
T = T
1

4.1. f est dérivable sur R% et Va > 0, f'(a) = NG
T

4.2. f n’est pas dérivable en zéro et admet une tangente verticale.
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Preuve :
4.1. Soit @ > 0, si x # 0, x > 0, alors on pose
To(z) = M
Tr—a
_ VT e
T —a
Tr—a
(x —a)(Vr + Va)
1 1

= car \ﬂ est continu en a

Vet+va igs 2va
42.Ena=0,siz >0
f\m 1
To(fﬂ):\/; =

N +OO

-0 \/‘% z—0t

5f: R* — R
Vo € R, |f(z)| < |z
xr +— xsin ;)

5.1 Montrons que f admet un prolongement continue en zéro (on le note encore f)?
5.2. Ce prolongement est il dérivable en zéro ?

Réponse :

5.1. Si z # 0 alors 0 < |f(z)| =

1
T sin ()‘ car sin < 1
x

Donc par encadrement, f(x) —5 0 (limite pointée)
A0
D’ot le prolongement continue en zéro obtenu en posant f(0) =0

5.2.50it  # 0. On pose :

1
To(x) = sin () n’a pas de limite en 0" (serpent frénétique).
x

Donc f n’est pas dérivable en zéro.

3. Montrer que si [ est dérivable en a, alors f continue en a.

Théoréme

Si f est dérivable en a alors f est continue en a (sans réciproque)

Preuve :
(identité de la derivée) f(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(z) on e(x) —— 0

r—a
Donc f(x) — f(a) i.e. f est continue mais pas dérivable en a.
r—a

4. Définir C'(I,R), A%(I,R), C*(I,R) puis, pour n € N*, A"(I,R), C"(I,R) et C*>(I,R)

Définition

On dit que f est de classe C° sur I lorsque f est continue sur I
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— Définition N

On dit que f est Al sur I lorsque f est dérivable sur I

\ J

~— Définition N

On dit que f est de classe C* sur I lorsque f est dérivable sur I et f’ est continue sur I

\ J

— Définition N

On dit que f est A2 sur I lorsque f est dérivable, et f’ est aussi dérivable sur I

\. J

~— Définition <

On dit que f est de classe C?, lorsque f est deux fois dérivable et f/ est continue.

\ J

~— Définition N

On dit que f est de classe C™ sur [ lorsque f est n fois dérivable et f™ est continue sur I.

\ J

— Définition N

On dit que f est de classe C* lorsque f est infiniment dérivable.

\. J

— Définition N

On dit que f est A™ sur I lorsque f est n fois dérivable sur I On note alors f € A%(I;R)

. . x?sin(l) siz#0
5. SAVOIR REFAIRE : soit f: R — R définie par f(z) = £ Montrer que [ est
0 siz=0

dérivable sur R.La fonction f’ est elle continue en zéro ?

Soit f: R — R
z?sin(3) si x#0
0 si x=0

1. Montrons que f est dérivable sur R.
2. Montrons que f’ n’est pas continue en zéro.

x—  f(x)=

Réponse :
1. f est dérivable sur R* par produit et composition.
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Montrons que f est dérivable en zéro. Si = 0, on note :

f(x) — f(0)
z—0
z?sin (L) -0

z—0

"(3)
rsm\| —
T

To(z) =

0 <7o(x) <z carlsin] <1

Donc par encadrement 7o(x) — 0
z—0

Ainsi f est dérivable en zéro et f/(0) =0

Conclusion : f est dérivable sur R, D’ou f': R —» R

Py = zosin 1)+t (5 ) eos (1)
22 sin <313> ~cos <313>

Remarque : par somme, produit, composition, f’ est dérivable sur R*

Cependant on a vu que x sin (%) —— 0 mais cos (%) n’a pas de limite en zéro
z—0

Ainsi f’ n’a pas de limite en zéro.
En particulier f’ n’est pas continue en zéro.

2. Calculons f’(x) pour z # 0

6. Enoncer la formule de Leibniz. Et donner la dérivée k®™e d’un polynéme de degré n pour k > n

,—[Théoréme (Formule de Leibniz)w

)

Soit f et g dans A™(I,R)(ou n € N).
On adopte la convention f(© = f et ¢ =g
Alors

n n
(fx g =3 ’ £ 5 g
=

0

\

~— Lemme

La dérvée k'®™¢ de ¢ : x — 2™ (n € N)
Si k > n alors, p*) =0

|
Si0 <k <n,alors o®) = ﬁx”_k
n—k)!

Lemme (bis)

Si P est un polynémes de degrés n € N.
Alors Vk > n, P*) =0 et P(™ est une constante.




LMPrépa 2015/2016

Maxime MONTERDE et Nathan LOUDJANI

7. Soit f: I — J bijective et continue. Soit b € J. A quelle condition sur b la réciproque de f est-elle

dérivable en b? Préciser dans ce cas (1) (b)

~— Théoréme

Ainsi :

Soit f : I — J bijective et continue,
Soient a € I et b € J tq f est dérivable en a

1.f~1 est dérivable en f(a) ssi f'(a) # 0.
2.Et si c’est le cas, on a en posant f(a) =b

1
f*l / b) =
(f7)' () i
8. Interrogation sur la feuille "dérivées usuelles".

Fonctions Dy Dérivée Dy
z™(n € N¥) R na" 1 R
(o € R*) R% az®~! R%

1 * * -n *

e’ R e R
* I *
In(x) RY T RY
sin(x) R cos(x) R
cos(x) R —sin(z) R
™ 9 1 m
1
arcsin(x —-1;1 —_— —1;1
(@ | N - 151
arccos(x —1;1 _— —1;1
@ | [n1 N - 151
t R T R
arctan(z) s
sh(x) R ch(x) R
ch(x) R sh(zx) R
1
h2() —
th(x) R 1 —th*(x) 20 R

9. SAVOIR REFAIRE : énoncer et prouvé les deux théorémes de Rolle. Dans quelles circonstances

ces théorémes sont-ils utiles ?

Théoréme (Rolle A)}

Si f:I—Retsiaecl,aestdans 'intervalle de I i.e. a n’est pas au bord de I.
Si f est dérivable en a et présente en a un extremum local alors f/(a) =0
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Preuve :

o
Supposons que f admet en a € I un maximum local .
a étant intérieur, on dispose de a > 0 tq [a —a;a+ ] C T et Vz € [a
Soit x € [a—a;a+al,z#a
7@) = fla)
T—a
Sia—a<z<a,alorsz—a<0et f(x)— f(a) <0, donc 7,(x) >0
Or, f étant dérivable en a, 7,(x) —— f'(a)
T—a—

On pose T4(x) =

Donc par passage a la limite f/'(a) >0
Sia<z<a+z,z—a>0et f(x)— f(a) <0, donc 7(z) <0
Or, 7o(x) —— [f'(a)

z—at
Ainsi f'(a) <0
Conclusion : f'(a) =0

Théoréme (Rolle B)}

—aja+ao, f(z) < f(a)

Soit a < b dans R et f € C%([a;b],R) N Al(Ja; b, R)
Si f(a) = f(b), alors 3¢ €]a; b tq f'(c) =0

Preuve :
Par hypotheése f est continue sur le segment [a; b].
Donc (cf cours continuité), elle est bornée et elle atteint ses bornes.
On note donc M = m&?]((f) et m = r[mbr}l(f)
a;

D’owl ¢; et ¢ dans [a;b] tq M = f(c1) et m = f(c2)
Si M = m, alors f est constante sur [a;b], donc f’ est nulle sur [a; ]

On choisit ¢ = %M €la;b[. (f'(c) =0)

Si M # m, alors M ou m est différent de f(a)

Par exemple M # f(a)(et donc m # f(b))

Donc ¢; #aet ¢y #b

Donc f présente en ¢; un maximum (global) avec ¢; €]a; b|

On peut alors appliquer Rolle A.
Ainsi f'(¢1) =0

10. SAVOIR REFAIRE : énoncé et prouvé le théoréme des accroissements finis. Donner I’inégalité

en corollaire.

Théoréme

Soient a < bdans R et f € C’O([a b,R)N A

) N A (Ja; 0, R)
Alors Jc €]a; bl tq f(b) — f(a) = f'(c)(b—

a)

Preuve :
On pose une fonction auxiliaire ¢ :  [a;0)] — R

f(0) = f(a)

x = f(x)—( —
<,0€C'Oab Al(Ja; b[,R)

o ((b iy
& b( =
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o) — pla) = f(a) - f) — (LO =@

P ) (b—a)=0
Donc ¢(a) = ¢(b)
D’aprés le théoréme de Rolle B, 3¢ €]a; 0], ¢'(¢) =0
ie. f'(c)= M =0

e, f(b) — f(a) = /()b —a)

Corollaire (méme hypothése)}

Si f’ est bornée sur |a;b[, on envisage alors
[1f"l|oo = sup{|f(x)|/x €]a;b[}
alors [f(b) — f(a)| < [[f'|loc|b — al

11. Comment montrer qu’une fonction dérivable est lipschitzienne ?

— Corollaire N

Soient I un intervalle de R et f € Al(I,R)
Supposons que f’ est bornée sur I par K > 0 (i.e. Vz € I;|f'(z)| < K)
Alors f est K—lipschitzienne sur I i.e. V(z,y) € I%,|f(x) — f(y)| < K|z — 9|

Remarque : Si f € C*([a;b];R) alors f’ est continue sur le segment [a; b], elle est donc bornée.
Ainsi toute fonction C' sur un segment est K-lipschitzienne.

12. SAVOIR REFAIRE : énoncé et prouvé le théoréme donnant le sens de variation d’une fonction
selon le signe de la dérivée. Donner une CNS pour une stricte monotonie.

— Théoréme N

Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide et f € AY(I,R) tq f/ > 0 sur [

Alors :

1. f est croissante sur I

2. f est strictement croissante sur I ssi f’ ne s’annule sur aucune “véritble" intervalle de I (i.e. d’intérieur
non vide).

\ J

Preuve :
1. Soient x < y dans [
D’ott d’aprés le théoréme des acroissements finis, ¢ €]x; y[ tq

Donc f(z) < f(y)

2. f est croissante.
f n’est pas strictement croissante ssi il existe x < y dans I tq f(z) = f(y = i.e. f est constante sur [z;y]
Selon le théoréme suivant, cela signifie qu'il existe x < y tq f’ est nulle sur [x; y]
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13. Enoncer le théoréme de conditions suffisante de dérivabilité.

,—[Théoréme (de la limite de la dérivé)} \

Soient a < b dans R et f € C%([a;b],R) N Al(Ja;b[,R)
1. On suppose f’(x) — teR
r—a

Alors f est dérivable en a et f/'(a) =/
2. On suppose |f'(x)] —— +00
r—a

Alors f n’est pas dérivable en a et on a une tangente verticale en a.

1
14. SAVOIR REFAIRE : soit (u,) la suite récurrente définie par ug =1 et u,+1 = 5 arctan(u, ). Montrer
que Vn e N,0 < wu,, <277

Soit f: R — R

T }arctan(a:)
1 1
21442
Donc | f'(z)| < 4 (K = % <1)
D’aprés le Théoréme d’accroissement finis

Y(@,y) € R [f(2) - f(y)] < 3(z —)
Point fixe : { = 0 (arctan(0) = 0)

Montrons que u,, —— 0
n—4o0o

Soit n € N, |unt1 — 0] = [f(un) = f(O)] < Slun = O

Siz R, f(z)

1
Donc ¥n € N| |up41] < §|u”|

1 n
cagh . ju,| < (2) [uo

Donc u,, —+> 0 a une vitesse au moins géométrique.
n—-+0o0o
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