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I) Auto-test : Polynémes

1. Donner la définition rigoureuse d’un polynoéme.

~— Définition N

On appelle polynéme a coefficient dans K toute suite presquenulle d’éléments de K i.e. toute suite
(an)nen de F (N, K) qui stationne a Ok i.e. il existe un certain N € N tq Vn > N, a,, : Ox
(an)neN = (ao, A1y eeey Uy, OK, OK7 )

Leur ensemble est noté K[X] et K[X] € Z (N, K)

2. Définir degré et coefficient dominent. Qu’est ce qu’un polynéme unitaire ?

,—[Déﬁnition (degré)} N

Soit P =Y a,X" € K[X]
neN
On appelle degré de P la quantité d°P = sup{n € N/a,, # Ok}

,—[Déﬁnition (coeflicient dominant)} N

Si P # 0, on appelle coefficient dominant de P le coefficient a,, o n = d°P

,—[Déﬁnition (polynoéme unitaire)} |

On appelle polyndme unitaire un polyndéme dont le coefficient dominant est égal a 1g

3. Exprimer les coefficient dominant de P x ) en fonction de ceux de P et Q.

— Définition N

Soient P = ZanX" et Q = anX " dans K[X]. On définit alors P x @ comme le polynéme
neN neN
Y menCn X", ot pour n €N, ¢, = > ho @kbn_k

4. Donner les propriétés du degré.



LMPrépa 2015,/2016 Maxime MONTERDE et Nathan LOUDJANI

— Théoréme N

Soient P et @ dans K[X]

Alors :

1. d°(P 4+ Q) < max{d°P;d°Q} avec égalité lorsque d°P # d°Q
2.d°(PxQ)=d°P+d°Q

5. SAVOIR REFAIRE : montrer que K[X] est intégre.

Théoréme

L’anneau (K[X],+, X) est intégre si P et @ sont dans K[X] et si Px Q=0
Alors P ou @) est nul.

Preuve :

Soient P et @ dans K[X]|tq Px Q=0
Donc d°(P x Q) = d°0 = —oc0

or d°(P x Q) =d°P+d°Q

Ainsi d°P + d°Q = —o0

Ainsi d°P = —oc0 ou d°Q) = —©

Donc P=0ou@Q =0

6. Donner une base de K[X] ou K,,[X] est intégre (ou n € N).

~— Théoréme N

(1, X, X2 ..., X", ...) est une base de K[X] (base canonique, liste infinie)
Sin €N, K,[X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de K[X] et dim(K,[X]) =n + 1 dont
une base est (1, X, X2 ..., X")

7. SAVOIR REFAIRE : Montrer qu’une famille échelonnée en degré est libre dans K[X].

Théoréme

Toute famille de polynémes échelonnée en degré est libre.

Preuve :

On réordonne la famille de sorte que d°P; < ... < d°P,
Soient A1, ..., A, dans K tq M Py + ... + A\ P = Og[x)-
Montrons que A\ = ... = A\, = Ok

Par ’absurde, on suppose qu’ils ne sont pas tous nuls.
Jenvisage r = max{k € [1;n]/ \; # Ok}

Ainsi /\1P1 + ...)\TPT =0
1

Po= == (P + o+ A1 Pri)
~— Ar
de P, par somme degré <d° P,

D’ou la contradiction.
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8. Définir la divisibilité dans K[X]. Donner la définition de deux polynémes P et () associés. Que dire
de deux polyndomes unitaires associés ?

— Définition N

Soient A et B dans K[X]. On dit que A divise B, ou que A est un diviseur de B, ou que B est un
multiple de A lorsqu’il existe un certain P € K[X]tq B=P x A
On note A|B

\. J

— Théoréme N

Soient A et B dans K[X].
Alors (A|B et B|A) & (3N € K*, A= )\DB)
On dit alors que les polynomes A et B sont associés.

Deux polynoémes unitaires associés sont égaux.

9. Polynémes irréductibles : donner la définition et deux exemples de degré différent dans R[X].

Définition

On dit que P € K[X] est irréductible dans K[X] lorsque :
- P est non constant (d°P > 1)
- ses seuls diviseurs sont les A € K* et les AP ou A € K*

Exemples :
1. Les polyndmes de degré 1 sont tous irréductibles dans K[X]
2. Dans R[X] si P =aX?+bX + c avec a,b, ¢ réels et a # 0. Alors P est irréductible ssi A < 0

10. Enoncer le théoréme de division euclidienne dans K[X].

Théoréme

Soient A et B dans K[X], avec B # 0
Alors il existe un unique couple (Q; R) dans K[X]? tq A= BQ + R et d°R < d°B.
Q est le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

11. SAVOIR REFAIRE : soient A € K et O € K[X]|. Montrer que \ est racine de P si et seulement si
(X — \) divise P.

Théoréme

Soient A € K et P € K[X].
Alors A est racine de P dans K ssi (X — \) divise P ssi 3Q € K[X] tq P = (X — V)@
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Preuve :
Soit P e K[X],dou P: K — K
Soit A € K. Si (X — \)|P, on dispose de Q € K[X] tq P = (X — \)Q
Alors Pz (z — \)Q(w)
Donc P(A\) =(A=M)Q(N) =0
Donc A est racine de P.

Réciproquement, supposons que A est racine de P.
P=(X-MNQ+R
dPR<d(X—-N)=1

On effectue la division euclidienne de P par (X —\) d’ott un unique couple (Q, R) € K[X?] tq

Donc R est une constante. On note p = R € K
P=(X-MNQ+pn R

Or P(A)=0ie. A=XQ\) +pu=0

donc p=0et P=(X —N)Q

Donc (X — \)|P

12. SAVOIR REFAIRE : Soit P un polynéme de degré n € N. On suppose que P admet n + 1 racines
distinctes. Montrer que P = 0.

Corollaire

Si P e K[X] avec d®P <n € N et si P admet n + 1 racine distinctes dans K alors P = 0.

Preuve :
Soit P € K[X]tqd®° <m
On suppose que P admet n + 1 racines distinctes notées A1, ..., A\, 41 dans K
On applique le théoréme a \q
D’ott un certain Q € K[X] tq P = (X — X))@
P()\Q) = OK, donc (/\2 — )\1) Ql(/\z) = OK
——

#0K

Donc Ql()\g) = O i.e. Ay est racine de Q1 dans K
On applique le théoréme a @4
Dot Q2 € K[X] tq Q1 = (X — X\2)Q2
ainsi~P = (X - )\1)(X - )\Q)QQ B
OI‘ P()\Ng) =0i.e. ()\3 — )\1)()\3 — )\2)@2()\3) =0
Donc Q(A3) = 0g
D'ott Qny1 € K[X] tq P = (X = A1) X ... X (X = Any1) Qnia

d°<n do=n+1
n>d°P=n+14+d°Qn+1
Si @Qpt1 # 0, alors on a un probléme de degré.
Ainsi Q41 =0, donc P =0

13. Comment montrer qu’un polyndéme est nul via les racines ?

Corollaire

Un polynéme qui admet une infinité de racines est nul
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14. Définition de la multiplicité d’une racine ? Racine simple, double, triple...

Définition (Multiplicité des racines)}

Soient P € K[X], A€ K et d €N
On dit que X est racine de P de multiplicit¢ exactement d / d’ordre d lorsque (X —X)4|P et (X —\)**! [P
ie. 3Q € K[X] tq P = (X — \)?Q avec Q(\) # Ok

15. SAVOIR REFAIRE : Enoncé et preuve de la formule de Taylor dans K[X].

,—[Théoréme (Formule de Taylor dans K[X ])7

J N\
Soient a € K et P € K[X],
Alors -
P (a) n
P=>Y" (X —a)
neN
Preuve :
Soient N e Net L: Ky[X] — Kn[X]
pn)
Pr  P-— @) (x _ gy
—

Il s’agit de prouver que L est nulle.
NB :si P € Ky[X] et n > N, alors P(") =0

N p) (g () (q
Donc E:OP !( )(X—a)":ZP ( )(X—a)”

n

Jaffirme que L est linéaire.

Il suffit de montrer que Yk € N, L(X*) =0

En effet (X k)ogkg N est une base de K n[X] et une application linéaire nulle sur une base est nulle sur l’espace tout
entier.

On note donc P = X* montrons que L(X*) =0 (ott k € N est fix¢)

P o= kX!
P’ = k(k—-1)X"7?
o
pr) F=n sin <k
(k —n)!
P™(a) = kfln)!ak_" (sin <k)
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k
pn)
Ainsi L(X*) = X* = 37 '(“) (X —a)"
n!
n=0
k il
L Xk — Xk _ ° k—n X _ n
(X%) nz:%(kfn)!n!a ( @)
Pk
_ Xk Z (X o a)nak—n
n=0 n
= XF—(X—a+a)
- xk_ x*k

16. SAVOIR REFAIRE : Caractérisation de la multiplicité d’une racine a I’aide des dérivées niémes.

,—[Théoréme (Multiplicité d’une racine)

N

Soit P € K[X], P#0,a € K et d € N*
P(a) = ... = P V(a) = 0

Alors a est racine de P de multiplicité exactement d ssi
P (a) # 0k

\. J

Caractérisation :
On utilise la formule de Taylor :

n!
neN
Soit d € N*
d—1
P (a) N P (q) .
"= X —at Y = —a)
n=0 n>1
noté R noté T'
pd) pld+1)
Remarque : T' = '(a) (X_a)d+¢(X_a)n+1+m
n n!

On peut le factoriser .par (X —a)?

D’ott un certain Q € K[X] tq T = (X — a)4Q

Ainsi P = (X —a)?Q + Ret d°R < d=d°((X —a)?)
Ainsi Q) et R sont les quotient et le reste de la division euclidienne de P par (X — a)
Prouvons 1’équivalence

On suppose que P(a) = ... = P4 (a) = 0 et P(D £ 0
R =0, donc P = (X —a)Q

Ainsi (X — a)?|P

or Q = P(a) P+ (q)

d! (d+ 1)

Donc Q(a) # Ok

Donc (X —a) JQ ie. (X —a)?t! JP

Donc a est racine de multiplicité exactement d de P

d

Réciproquement, supposons que a est de racine de multiplicité exactement d.

Donc (X — a)¢|P, donc R = 0 car c’est le reste de la division euclidienne de P par (X — a)¢

6
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d—1

PM (g N
OrRzZ n!(>(X—a)
n+0
Donc P(a) = P'(a) = ... = P4 Y(a) = 0x

Ainsi P = (X — a)?Q

(X —a)?*! JP donc (X —a) JQ
Donc Q(a) # Ok

Donc P (a) # 0k

17. Enoncé le théoréme d’Alembert-Gauss. Quels sont les polynémes irréductible de C[X]?

~— Théoréme N

Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine complexe.

\. J

— Corollaire N

Les polynomes irréductibles de C[X] sont exactement ceux de degrés 1

18. Soit z € C une racine de P € R[X]. Que dire ? Donner des polynémes irréductible de R[X]

~— Lemme N

Si P € R[X] est non constant et si z est racine complexe de P alors Z aussi.

\. J

— Théoréme N

Les polynomes irréductibles de R[X] sont exactement ceux de degré 1 et ceux de degré 2 qui ont un
discriminant A < 0

19. Définir les fonctions symétriques élémentaires des racines pour un polynéme de degrés 3. Donner
les relations coefficients/racines dans le cas général.

~— Définition N

Soit P € K[X] scindé.

On écrit P = a, X" + ...a1 X + ag ou a, # Ok.

On note aj,...,a, ses racines dans K que l'on répéte avec ordre de multiplicité de sorte que P =
n

an H (X —ag)
k=1
On appelle fonction symétrique en les racines les quantités

n

n
g1 = E (0% 09 = E [eFeY] Op = E QX oo X oy, = HOZZ'
k=1

1<i<j<n A<iy<...<in<n i=1
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20. Ecrire un polynoéme unitaire de degré 2,3,4 ou plus en remplacant les coefficients par les fonction
symeétriques oy.

Corollaire

1
— P=X"—o X" X"+ 4+ (=10,

anp

21. SAVOIR REFAIRE : polynémes interpolateurs de Lagrange

22. SAVOIR REFAIRE : Les polynomes de Tchebychev
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