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I) Auto-test : Formule de Taylor

1. Donner la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n € N entre a et b (a < b). On précisera
les hypothése sur la fonction f.

~ Théoréme )

Soit f € C"*1([a,b],R) ot @ < b dans R et n € N
Alors

n —u b _nn
= Y ww [ e

k! n!
k=0

partie réguliére (polynomiale de )B le teste (intégral)

\. J

2. Enoncer I’inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre n.

,—[Corollaire (Inégalité de Taylor—Lagrange)} N

Si f € C"a,b],R
Alors

~ (b—a)* b—a)"
f(b)*I;) () Smllf( [

3. SAVOIR REFAIRE : preuve de la formule de Taylor avec reste intégral.

Preuve :
p: la,b] — R
v (@) = f(b) - iy LR ) (a)

) est de classe C*, donc ¢ est de classe C!
Calculons ¢'(z) pour x € [a, b]

N he(b — )Rl _ o)k
Y@ = s - Y (FE ) + G )

k=1
n . 0 . &
= fl(z)— ((bk — 1))' f(k)(x) + %Jt(k—i—l)(m)
k=1 :
Donc
¢'(x) = —f(2)- (Z Uk4+1 — Uk)
k=1
= —f(z) = (upy1 —u1)
— )" _ )0

= i - (L e - O )

Done ¢/(z) = =0 plren) g
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Or (b) = f(b) = Yp_o LT f B B) = f(b) — f(b) =0

On remplace en utilisant ¢'(z) = — ) f("H)(:z:)

b _ K\ n —a k
Donc /a —(b n!b) f(n+1(t)dt = Z uf(k)(a) — f(b)

k40

D’ou le résultat.

no_k
4. SAVOIR REFAIRE : montrer que : Vx € R, Z % -
k=0

Tr—r+00

Développer en série entiére (cf prépa 2) :

k

x

n
Soit x € R, montrons que Z e

k=0

€T
k! n—s=cc

On applique la formule de Taylor-intégral & U'ordre n € N entre 0 et = a la fonction f: R — R

r — e

D gk =" .
)= 3 0+ [ O
=0
Or ici f = exp, donc Vk € N, f*) = exp donc f*)(0) =1
Donc f(z) = i o N /w (z — t)"etdt
—_—

n!
noté ey,

Il s’agit de prouver que ¢, ——— 0
n——+00

/(x_'t)etdtlg / |x_'t|etdt‘
O n. 0 n.

Siz >0etsite|0;z] alors e! < e®
Donc 0 < |e,| < & [ (z — t)ndt = <; [—(1—70"“}

0§|5n‘:

n! n+1 0
n+1

xr T

Donc 0 S |€n| S € m
" xn+1
" < nlie. =~ ——0,don¢c ——r ——— 0
+oo n! n—+too (n+1)! n—+oo
Ainsi par encadrement €, ——— 0
n—-+oo

Siz<0,Vte[r;0],e <1
1 x
Donc 0 < |e,| < 2| [ (t — 2)"dt|
Donc 0 < ] < & [E=2 7" el 0
onc U < |5n| = ql n+1 o (D) o
Ainsi par encadrement, on a encore e —— 0 car |z|" < n!
n—-4oo “+o00

2
5. SAVOIR REFAIRE : montrer que Vx > 0, z — % <In(l1+z) <z via une formule de Taylor.

Encadrement globaux :
2

Montrons que Vz € Rz — % <In(l+z) <=z
Pour In(l =z) <z
Soit f: RT — R

z = In(l1+2)
Taylor-intégral a 'ordre n = 1 entre 0 et x (ou = > 0)

fla) = 10+ 5P+ [P o
Or f/(x) =

1 . _ -1
Tz @0 = g
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v 1
donc In(1+2) == —/O (z —t)mdt

>0

Doncsiz >0,In(l+2) <=z

2

8

Pour z — 7 < In(1 4+ z) : Taylor-intégral a lordre 2 entre 0 et x.
"0 ” T (et
) = 10+ L+ L0 [PE2U oy
Or f7(0) = -1
z? T (x—t)? 2 —s
D 1 1 — _ /i - (1= -2 (3)(3:)=Z(1+2)
onc In(1+z) == 5 +/0 7 —|—(1+t)3dtcarf(a:) (I=z)2etf

>0

Donc Vz > 0,1In(1 + ) fo%z

6. Enoncer la formule de Taylor-Young a ’ordre n € N. On précisera les hypothéses sur la fonction

— Théoréme

Alors il existe une fonction € : I — R tq :

n

Ve el, f(x Z

k=0

f““’ (a) =

Soit f € A™(I,R) et a € I (ou I est un intervalle).

(x —a)"e(x) oue(x) —— 0

T—>=00
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