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I) Auto-test : Développement limités.

1. Donner la définition d’un développement limité a ’ordre n € N en zéro.

— Définition <

Soient I un intervalle de R contenant 0, f: I - Ret n € N

On dit que f admet un développement limité a 1'ordre n au voisinage de zéro lorsqu’il existe :
- des réels ag, aq, ...an

- une fonction € : I — R nulle en zéro tq e(z) — 0 tq

Ve el, f(x) =ap+ a1z + ... + apz + z"e(x)

2. SAVOIR REFAIRE : prouver I'unicité d’un développement limité en zéro et en déduite la forme
générale d’un développement limité pour une fonction pair/impair.

Théoréme

Si f admet un développement limité & I’ordre n en zéro, alors celui ci est unique.

Preuve :
Soient ag, a1, ...a, et by, by, ...b, des réels, € : [ — R et n: I — R des fonctions qui tendent vers zéro en zéro tel que

Vo €1, f(z) = ap + a17 + a2 + ...ap,x™ + x"(z) (1)
Vo € I, f(z) = bo + bz + bax?® + ..b,z" + 2" () (2)

Montrons que Vi € [0;n], a; = b;
(1) = (2) donne Yz € I, (ag — bg) + ... + (an — bp)z™ + (e(x) — n(x))z™ =0

Par ’absurde : Soir r le premier indice tq a, # b, i.e. ag = by, ...,ar—1 = by_1,a # b,
Vo €1, (ar — b.)x"™ + (byy1 — brr1)a™ ™ + o+ (an — bp)2z™ + (e(x) — n(z))2™ =0
Pour z # 0, on divise par x"

(ar —bp) + (ap41 —bpg1)Tc 4+ oo+ (an — b))z " =0

On fait tendre x vers zéro avec ¢ # 0, ainsi a,, — b, = 0, d’ou la contradiction.

Corollaire (parité)}

On suppose que f admet un développement limité & 'ordre n en zéro
1. Si f est paire, alors son développement limité ne contient que des puissances paires.
2. Si f est impaire, alors sont développement limité ne contient que des puissances impaires.

Preuve :

Soit x € I, f(x) = ap + a1z + ... + apa™ + x"e(x) ou e(x) — 0
r—

Donc f(—x) = ag — a1z + asx?® — ... + (—=1)"a,z" + x"(x)

Si f est paire f(—x) = f(z).
Ainsi par unicité des développement limité, on identifie les coefficients :
apg = Qo alz—ale az = as

Si f est impaire f(—z) = —f(x).
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Ainsi par unicité des développement limité, on identifie les coefficients :
ag = —ag =20 a; = aj az3=—az3 =0

3. Quelles hypothéses faut-il sur f pour que le développement limité a ’ordre n en zéro soir donné
par la formule de Taylor-Young ? Préciser alors le coefficient a; en fonction de f

,—[Théoréme (Les Développement limité "Tayloriens”)} N
Si f : I — R est de classe A™ dans un voisinage de 0 alors elle admet un
dveloppementlimitl’ ordrenenzro(0) qui est donné par la formule de Taylor-Young en fonction des déri-

*) (0
vées succesives de f i.e. f(x) =, 00 o F anx” +o(x)" ol a = ! k'( )
T—r !

4. Développement limité usuel

Soit e: I - Rtqe(z) —=0

z—0
2 n
e x  x
e = 1+ﬂ+§+ -+ ()
2 gt a2 .
cos(z) = 1- o + ol +..+(-1) n)! + 2% e (2)
) 1,3 1,5 N x2n+1 Int2
o — on _—
_ - n
h(@) S, Myt m et ey T e(w)
3 45 p2nt1 -
sh(z) =, Tt 30 + = + ..+ @n+ 1) +x e(z)
a’ 5, .6
tan(x) =, Tt 3 + IR + z°e(x)
a3 2

th(z) o T g + Bx5 + 2% ()

-1 — 1) (a— 1
(1+x)~ =, 1+az+%az2+...+ ala 1) (|Oé nt ):E”Jrz:"s(x)
T— n.

1 1 1x3 1x3x5 1x3x..x(2n—-1)
— = 1-C 2 - S+ (-Dn " pg"
VTP X a0 2T %" Taxaxet Tt Y S @y ¢ @

1 1 1x3 1Xx3x...x(2n—23)
VI4X = l1+4-z-— 2 S (-t "

XS Tt Tavaxe Tt Y o @ ¢ @

1

= l4zt+a®+.. +a"+a"(x)

l1—z =z—0

1

57 o0 1—z 42?4 (=) 2" 4 2"¢(x)

2?28 "
In(1 + z) So ST gty + (—1)”"'1? + z"e(x)
A B P2t ,
— _ - _1\n_ = n+2
arctan(z) So T3 g +(-1) ot D) + 27" e (x)
P p2nt1 ,
— _ - _1\n_ = n+2
argth(zx) S0 ¥ 3 + g + ( on s 1) +x e(x)
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sin(z) —

5. SAVOIR REFAIRE : soit f: R* — R définie pour z # 0 par f(x) = 3 Y. Montrer que f admet

un prolongement continue en zéro. Ce prolongement est-il dérivable ?

Montrons que f admet une limite fini en zéro.
3 -
DL3(0) de sin(z) = x— % + o(a?)
z—0 :

Donc sinz —ox ~ =%

z—0
=
Ainsi f(z) ~ 5=

f admet un prolongement continue en zéro obtenu en posant f(0) = %1
Montrons que f est dérivable en zéro.
3
11 suffit de montrer que f admet un développement limité a ordre 1 en zéro DL4(0) de sin(z) =%~ L+ ate(x)

z—
one ——0
z—0 .
. I
Donc si ¢ # 0, f(x) = Sm(;rg)*w _ =5 +£ e(x)
-1
flz) = — +xe(z) DIL1(0) de f

6
= ao+ a1z + xe(x)

ouaoz%etalzo
D’aprés le cours, f est dérivable en zéro et f'(0) =0

1 n
6. SAVOIR REFAIRE : soit u,, (1 + ) . Donner un équivalent de u, en +o0o
n
2

In(l+z) = x— 4 2?e(x) ot e(x) —— 0
x—0 2 x—0

r=———0
n n—+oo

1 1 1 1 1

In(14— i e

n n—+oo NN n n
9 1 1 1
n“ln|1l4— = n——-+¢el—
n n—+oo 2 n

1

U, = exp <n2 In (1 + ))
n—-+oo n

n—-+oo
e
n—-+4oo \/E

u
Donc —ef — 1
—= mn—+oo

Je

. €
Ainsi u,, ~

+00%

n

7. SAVOIR REFAIRE : produit développement limité a I’ordre 3 en zéro de /1 + x x cos(z)

1 1 1 . .
DL3(0)de V1—2 = 1+ -z — —2®+ —a> + o(a?)
DL3(0) de cos(z) = 1— —a%+ o(z?)
r—0 2
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Ainsi
1 1, 1 1,
V1—1xxcos(z) = 1+ -z — a2+ =234 o0(2®) ) x [ 1+ =22+ o(z?)
1 1 1 1 1
f(x) o 1+2x7§x2+1—6x375x2 4x3+0(x3)
B 1 5, 3 3
Se 1ttt gt told)

8. SAVOIR REFAIRE : composition développement limité & ’ordre 5 en zéro de arccos x

On pose u = sin(x) —— 0

AiIlSi tan(sm(x)) ziO xr — K + ﬁ + ? — F + T5$5 =+ 0(1’5)

1 . 1
Conclusion : f(z) =t 61:3 -0 + o(z)
z—

9. SAVOIR REFAIRE : composition développement limité & ’ordre 7 en zéro de +/cos(z)

On a /cos(x) = /(cos(z) — 1) + 1
On pose u = cos(x) — 1
cos(z) = 1— x—2+x—4 - x—G—&-o(x?)
2—0 2 24 720
6

X

_ 7

\/cos(z \/ +Z 51~ T30 + o(z7)
26

v cos(z Ho\/+24 720+( ")

V1 =1 —= — 7
+tu + 2u 8“ + 16u + +o(u")
calcul inutile
- a® z 7). de mé 5 7 .6 7 7 7
o g Amsiut ~ Ut~ = o(z"), de méme pour u®> = o(z"), u® = o(z") et u’ = o(x")
2 4 6
x? oz
== -+t +o(a)

1/—22 24 28

= 1+ (" 4+ _ 2

1@ 5 +2< > T 720)
21, 19

X
12 _ =
250 T 56% mep” To@)

10. SAVOIR REFAIRE : quotient développement limité i ’ordre 5 en zéro de tan(z)

sin(z) _ sin(z) % 1

tan(z) =

cos(x) cos(x)
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1 1
= ot u=cos(z)—1——0
cos(z) 14w =0
2?2 ot s
U*cos(x)flwiof?JrﬂJro(w)
—z® 4 —xﬁ_(5)d A 4 ot 0
U~ = o(z”), de méme pour u* et u
1
= 1-u+u?—u®+u —u’ +o(ud)
L0 2 4 4
1 1 - T T
cos(z) 1+ cos(u) u—0 ( 2 +24> 4 + o)
+x2+5x4+ (z°)
—+ —+o(x
cos(x) z—0 2 24
_ 3 b
sin(x) -+ —
tan() = sin(e) x —
an(z) = sin(z
cos(x)
5 o x> 1 5 2 5
Do T Tt T Tt T o)
a3 2 5 5
o x+§+1—5m + o(z°)

11. SAVOIR REFAIRE : primitivation développement limité a ’ordre 5 en zéro de arccos(x)

-1
V1+ 22

(arccos) (r) =

Il faut donc un développement limité a l'ordre 4 en zéro de x ﬁ Posons u = —z2
1 B 1 35 5 4 4
Ta oo 2u—|—8u TgU + ... +o(x?)
or u? = —2% = o(z*) de méme pour u*
u—r
1 _ Lo, 2,4 4
TxQuZOIJrix +§x + o(z")
On multiplie par —1 et on primitive
Donc
arccos(z) = arccos(0) —x — 13:3 - ix5 + o(z®)
z—0 6 40
_ T ls 3 5 5
o 37878 Tt + o(z°)

12. Donner la définition général d’un développement limité a ’ordre n en z5 € R

— Définition

Soientf:]—)]RetonIO

agp, ..., an, une fonction eI = R tq e(z) —— 0
rT—rx0o

f(z) a

:cﬁw()o

On dit que f admet un développement limité a Pordre n en zg (DL, (x0)) lorsqu’il existe des rééls

+ai(xr—x0) + ... +an(r —x0)" + (z — z0)e(x)

13. SAVOIR REFAIRE : Soit f: R — R définie pour z € R par f(z) = V/2° — 3z + 2. Montrer que %}
admet une asymptote en +oco et étudier sa position par rapport a la courbe.

5
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1. Ici 23 — 3z + 2+a: 3 donc Va3 — 3z + 2+x ie. f) — 1(a=1)

x x—0
On doit étudier f(z) —z

Siz >0,
flz)—2 = Va3 -3r+2-x
3 2
= §/x3<1$2+$3) x
3 2\3
foo2ez)
-3 2
Onposeu=—+———0

2 73 z—+oo
DLi(0): (14 uw)¥ = 1+ 2 4 ou) =1+ < +ue(u) ot e(u) — 0
z—0 3 3 u—0
=3
T—+00 ,’1,‘2

Donc (1+u)3 —1 = —u+ o(u)

u

~ -
u—0
nsi ()~ o —
ainsi f(z) —z ~ —
En particulier f(z) — 2 —— 0(b = 0)

Tr—r+00

D’ou 'asymptote A : y = x

-1
2. Au voisinage de +00, — < 0
T

ODonc f(z) —z <0
Donc € est au dessous de son asymptote

Vitao—V1I—a— 1 In(1 + x2) — sin® 1
14. SAVOTR REFAIRE : montrer que lim Yoo VIZT7T L 4y, n(d +o7) —sin’(z) 1
z—0 3 8 x—0 x4 6
. Vi+zrz—v1—-2z—-—2 1
1. Montrons que lim 3 ==
z—0 x 8
1 Lo, 1.3 3
DL3(0) : V1+a = 1+ -o—<a”+ —z° +o(x”)
AR
) . _ q1_ . _t.2 1.3 3
DL3(0) : V1 osx_}ol 5%~ 5% 6% + o(z?)

(14 3o = 32 + £ +o(a®) — (1= o — o = a4 ofa?)

f(@) 20 3
_ 223 + o(a?)
z—0 3
=, 5+l
2—0 8 ©
1 N
o B +e(x) ou £(x) - 0

1
Donc f(x) — s

In(1 2\ _ i 1
2. Montrons que lim n(l+z )4 sin”(z) = __
z—0 T 6

On pose u = z2, DL5(0)
b

In(1 + w) = U % + o(u?)
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el
In(142%) = 2% — = +o(z?)
x—0 2
DL4(0)
23
sin(z) = z— 5 + o(z)
1
-2 2 L 4 4
sin”(z) Se% T3¢ + o(z*)
w2 -2 2 -l po(xt) -1
— 2 3 -
Done £( )130 4 6 Folt) 1
Donc f(z) = = +e(z)one(r) —> 0ie. flz) —> —
x—0 x—0 x—0 6
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