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I) Auto-test : Nombres complexes (II)

1. Donner les formules de Moivre et Euler.

Théoréme (Formule de Moivre)}

Soient x € Ret n € N
(cos(z) +isin(x))" = cos(nz) + isin(nzx)

Théoréme (Formules de Euler)}

Soit z € R ] ) ) )
e'L(I} + e—ll‘ el(l:' _ e—zw
cos(z) = ——— _—

2. SAVOIR REFAIRE : linéariser sin®(z), puis cos?(z).sin®(z) avec z € R

Linéariser sin z)

T ,—IiT 3
) = (S5)
7

- e

_ ﬁ[ei?ﬁr 367 | 3w _ o=iBe]
_ ﬁ[eisz — e _ 3(eix — e

- (21)2 [sin(3z) — 3sin(x)]

1
(20)?

Linéariser cos®(z) x sin®(x)

Donc sin®(z) = [3sin(z) — sin(3x)]

cos®(z) x sin®(z) =

eix + 671'1: 3 y eiz _ 672'93 3
2 29

N

_ [61393 + 3612z672x + 367,27671295 + 677,3z] X (22)3 [6132 o 361216711 4 3eiteTi® _ 67131’
— [61395 + 6—13:0 + 3(6” + e—m)] X (21)3 [613r _ 6—1395 _ 3(€i.73 _ e—m)}

[cos(3x) + 3 cos(x)] X —[3sin(z) — sin(3z)]

1
(4)
= [cos(3x) + 3 cos(x)][3 sin(x) — sin(3z)]

3. SAVOIR REFAIRE : montrer que Zcos(kw) =3 <sm[(n)2] + 1)
k=0
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On utilise cos(#) = R(e'?)

Sn = i %(eikz) =N (i eikz) car §R(Z + Z/) = §R(Z) + m(zl)

k=0 P
—_——
S,
On calcule Sn = Z(ew)k
k=0
1 cas : ¢ =1, alors S, =n+1donc S, =R(n+ 1) =n+1ie x € 27Z
\ 4 1 it
2°Mm€ cag : si e £ 1i.e. x & 277 alors S, = 167_
— eZCE

On utilise la demi somme en facteur

.z (n+1) . z(nt1)
etz {e*’ p)

eiz(n;»l) —sin («”(”QJFU)
— X
e's —sin (%)
. z(n+1)
S1n (T)

sin (%)

I
X
)

Donc

Sn = R(Sn)
sin (L";l))
sin (%)

sin (z("H)

= R

2 ) izn
= ey <R
sin(z(n+1)

)

i~}

) X €08 (?) car R(e?) = cos(h)

[SIEREN)

sin (

sin(a) cos(b) = % fsin(a + b) + sin(a — b)]

S, = ;sml(g) {sln 5(271—}—1))4—5111(7)}
1 lsm(%(Zn—l—l))
RS

1 { sin ((2n+1)%)
) 2( sn (3) “)

4. SAVOIR REFAIRE : pour n € N*, 2 € R, exprimer cos(nz) comme un polynémes en cos(z). Définir
alors le n-iéme polynéme de Tchebychev.
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Soient n € N,z € R
cos(nx) = %(ei"f)
= R [(ezw)n}
R [(cos(z) + isin(x))"]

R Z Z (i sin(z))* (cos(z))"*

k=0

Orsi k€N, i* € Rssikestpairie. k=2poiupeR
Ainsi

") 20 (sin () (cos ()"

cos(nx) = Z

a<2p<n 2p

" (=1)P(1 — cos?(x))P(cos(z))" 2P

Donc cos(nzx) = Z

a<2p<n 2p

n o
On pose T,,(X) = Z (X2 — 1)PX"% appelé ni*™ polynome de Tchebychev.

a<2p<n 2p
Ainsi Vn € N, cos(nz) = Tp,(cos(x))

5. Définir ’affixe d’un point ou d’un vecteur du plan en repére orthonormé.

Définition

On appelle affixe du point M (z,y) le complexe z = = + iy.
On appelle affixe du vecteur 7(:r, y) le complexe z = = + iy

6. Si A et B sont les points du plan d’affixe z4 et zp, exprimer en fonction de ces nombres complexes
I’affixe du vecteur ﬁ, celle du milieu de [AB], la distance AB.

~ Théoréme )

Si A d’affixe z4 € C et B d’affixe zp € C, alors

1. z@ est d’affixe zp — 24
2. AB = |z — z4]|

3. L’affixe du milieu de [AB] est

zZA + 2B

7.Angles, alignement, parallélisme et orthogonalité : soient A, B, C, D des points du plan d’affixes
respectives z4, zp, zc, zp dans C. Exprimer modulo 27 la mesure de ’angle (AB;CD). En déduire
la caractérisation algébrique des 3 situations suivantes ot ’on suppose A, B, C';, D deux a deux
distincts :

— A, B, C alignés;

— (AB) L (CD);

— (4B)//(CD)
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Théoréme

Soient A, B,C, D des points d’affixes respectives z4, 25, 2¢, zp dans C

Alors (AB,CD) = Arg (ZD_ZC) [27]

ZB T ZA

~— Corollaire

Alignement de 3 points :
A, B, C alignés ssi (ﬁ,ﬁ) = 0[n]

ssi arg (zc — ZA) = 0[n]

ZB — %A
ssi ez Ea eR
ZB — ZA
Orthogonalité :
(AB) L (CD) ssi (AB,CD)= %]

ssi Arg <2D_Zc> = z[7r]
z

ssi  ZR=2C ¢ 4R

Parallélisme :

(AB)//(CD) ssi (AB,CD) = 0[r]

ZB T ZA
ZDp — zC

ssi cR
ZB — ZA

8. SAVOIR REFAIRE : trouver ’ensemble des z dans C tels que les points d’affixes 1, z et 23 soient

alignés.

1°* cas : Cas des ponts confondus
A=Bez=1
A=Ce=1z2€Ry={i,j,5}
B=C&:=22c2:(1-2*)=0&2€{0;1;-1}

274 cas : Cas des points deux a deux distincts
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A, B,C alignés < (ﬁ,ﬁ) = 0[n]

& arg(zc_ZA>EO[7r]
ZB — %A
ZB — ZA
-1
e = eR
z—1
1—23 3 . . J
1 eR & 1+z422€eR suite géométrique
—z
& z+22€eR
& z2+22=z+22
& z+22=7+22
& 2-Z4+22-22=0
& (z2-2)(14+2+2)=0
z2=Z
=
ou 142R(z)=0
z€eR
=
ou R(z)=-—3

9. Pour a € C, indiquer la transformation algébrique correspondant a la translation du plan de vec-
teur d’affixe a.

— Théoréme N

La translation de vecteur a est 'application

t,:C — C

zZ = z+4a

10. Pour w € C et 6 € R, quelle est la transformation algébrique correspondant a la rotation du plan
de centre d’affixe w et d’angle ¢ dnas le sens trigonométrique ?

~— Théoréme N

L’homothétie de centre w de rapport A est ’application

h(w,\): C — C

z = AMz—-—w)tw

11. Méme question pour A € R et ’homothétie de centre d’affixe w et de rapport \.
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— Théoréme N

La rotation de centre w, d’angle 6 est I’application

rw,d): C — C

z = e(z-w) t+w

12. Donner la définition algébrique d’une similitude directe dans le plan complexe.

— Définition <

Soient a € C* et b € C, une application de la forme

s: C —- C

z = az+b

est appelé similitude directe du plan complexe.

13. SAVOIR REFAIRE : montrer qu’une similitude directe conserve les angles orientés et les rap-
ports de longueur.

Soient s: C — C otaeC*etbeC

z = az+b
Ay, Ag, As, A4 quatre points du plan d’affixes respectives z1, 22, 23, 24 et deux a deux distincts. On note A}, A}, A%, A},
leur image "par s" d’affixes respectives 21, 25, 25, 2}

Rapports de longueur :
A4y
ALA)

/ /
R — 21

zy — 2%
azy +b— (az; +b)
azg+b— (azz +b)

_ laflz2 — 2]
~ allz — 2|
A
T AsAy

Donc s conserve les rapports de longueurs.

Angles orientés :

2l — 24
@B AA) = ay (A2

2 1

_ azy +b— (az3 +b)
= A (azz +b—(az + b)> [2]

= Arg (Z4 - Z3> [27]

22 — 21

Donc (A} A}, A A}) = (AL Ay, AsAy)[27].
Donc s conserve les angles orientés.
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14. Pour a, b dans C, a # 0, soit s: z — az + b (de C dans C). Décomposer la similitude directe s en
composée de transformations élémentaires (translations, rotation, homothéties), dont on exprimera
les éléments caractéristiques en fonction de a et b.

— Théoréme N

Soient s: C — C ontaeC*etbeC

z +— az+b
1. Si a =1, alors s est une translation.
2. Si a # 1, alors s admet un unique point fixe w i.e. Iw € C,s(w) = w et si a = fe? (f > 0,0 € R)
alors
s: C —» C

z = felz—w)tw

et s=hor =roh ol h est 'homothétie de centre w et de rapport |a| = f et r est la rotation de centre
w et d’angle 6 = Arg(a)[27]
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